
A2-BASIC DISUGUAGLIANZE

/Lezione svolta Alla Lavagna per problemi tecnici)

NOTAZIONE : somme ciclichea simmetriche

conosciamo ai = a ...

Fissiamo come variabili a ,
b, c

(def.) somma ciclica : & fla. b
,
c) = flaib

, c) + f(b
,

c
, a) + f(c,

a , b)
cyc

Stiamo sommando continuando a "shiftare" gli addendi
11 1

↳ shift = a + b b + cc - a

(def. ) somma simmetrica : Exf(a , b ,
c) = f(a , b , c) + f(a, c , b) + f(b,

a , c) + f(b
,
c

,
a) + f(c

,
a , b) + f(c

,
b

,a)
sym

Stiamo sommando su tutte le permutazioni di a ,
b

,
c

& su n variabili - n termini ; su n variabili n ! termini
cyc

Vedremo una cancellata di "disuguaglianze note"
,

da usane nei problemi ,
e qualche idea standard

QUADRATI

La disuguaglianza pin standard e D20
, spesso nella versione D+0.

se e solo se

1

· esempio 1+ b2 Zab con = sse a = b

↳ (a+ b - zab = O

((a- b) = ov

esempio 2
.

a+ b2 + c= ab + be +ac con = sse a= b = c

↳ tentativo 1 (fullimentora) : (a+ b + c) No perche (segni el non si toglie il

futtore 2 nei doppi prodotti
-

funziona vedelo come somma di quadrati/sommando le equazioni
a + b22ab

b2 + c = 2bc 3 X(u+ b+c) = (lab + b +ac)

a+ c >zaC

La disu esplicita usata e : (a- b)2 + (b -c) + (a- c) 2 0

A volte c'e una disuguaglianza "nascosta" dietro un'equazione. Soprattutto con D + 10.

- TdA 2024
.

risolvere (2+ 3a)(1 + 2b)(3a + +b) = 9ab con a ,
b > 0

↳ "A sentimento" proviamo a usare la nostra x + y ?zy sui tre fattori
2 = 3a

1 = 2b= 96 ab
.

Quando val. S
3a = 4b

=) a= z ,

b=



CAUCHY-SCHWARZ

ENUNCIATO : Siano an ..., an EIR
,

be
....

bnElR
. (a) (b) (ab : )

dim Consideriamo p(x) = [laix - bi
"

·

Sommadi D =) p() = 0 =x EIR.
-

Espandendo : p= Ga -2 aibi
p(x) 20 =) 10 .

Sciviamo questa disu : 0= (aibi) - (a) (b) five

Quando vale =? Se A = 0 ovvero p(x) e quadrato,
unico caso in cui esiste y radica reale.

= 0 = p(y)= (aib-bi)"

= aid-bi = o per i = 1
,..., n ; ovvero c'e = se e solo se a = costante

Nesbitt
. a

,
b

,
c o E

Li Vogliamo applicane Cauchy-Schwarz, dobbiamo scegliere su cosa

())i) : (ii) -> (iv)
3

& Y

E naturale xi= e cicliche. 3

i

Dobbiamo scegliere gli Y:

* 1o tentativo : vogliamo togliere i denominatori dagli Xi = Y1=oc e cicliche

↳E (va + 15+rc)2
Non cipiaccione do t al numeratore

cyc (b+c) + (a+c)+ (a+ b)

↓ 20 tentativo : Y =ma(b+ c)

(a+ b + c)
2

vogliamo↳ 2(ab + bc + (a) ⑫ dimostrala

2

Nuova tesi : (a+ b + c) 23(ab + bc + (a)

a+ b+ 2 + 2(ab + bc +c) 23(ab + bc + (a)

a+ b+zab+ bc + ca ~

Un immediato corollario di Cauchy-Schwarz e la disuguaglianza di Titu
.

Pendiamo C-S con ai= bi = Ei

Siano Xe .....
XuE Ye ...Yet.

Di fatto la nostra sol . della Nesbitt e Titu con Xi = a , ye = alb+c) e cicliche.



QM-AM Nel caso bi = 1 atteniamo nai (a)
·vertmatica~

(GM) (AM)
vedremo meglio dopo.

MEDIE

Ci sono varie nozioni di medie. La disuguaglianza pin importante che le riguarda e :

AM-GM Se an
, ..., an > O

an +... + an=An

mediamedia
M

aritmetica geometrica

Non la dimostriamo (lunga) ma e un bell'esercizio. La dimostrazione

pin classica procede per "induzione alla Cauchy" (farlo a casa) .

· esempio 1 : nel caso n = 2 Nab I riscrittura di a+b2czab)

esempio 2 : a ,
b

,
c > 0 mostrarethe a3 + b3 +=ab + bi + ca

dim IDEA : assomiglia a a+ b+ ab + ba + ac. Adattiamo la dimostrazione.
-

ab + a3 + b3= ab

S
3

b3 + 63 +c bac sommando : a + b3 + c = ab + b2 + ca
3

i + c +a c ca
3

La potenza di AM-GM sta nello scegliere i termini su cui applicanla

· problema : Trovare il massimo di X5y2z tra gli x
, y ,

z30 con x + y + z = 1.

im IDEA : vogliamo Xy2z come GM
,
usundo pero il vincolo.

Un modo per avere esponenti diversi e ripetere lo stesso termine pin volte,
come visto gia conb.

1 = Y++ Yg + Yg + 43 + 42 + Y/2 + z8z Seguano conti per
8 "trovare it numerello"

Questa tecnico si chiama AM-GM pesata
.

Nei nostri esempi ,
i pesi crono interi

Un fatto sorpiendente e che vale anche con pesi zeoli (positivi) . si vedaEiMO 2/2021

se ari ..., anco e pripuso, detto Spi . Sai



Possiamo estendere questa disuguaglianza :

QM - AM-GM- HM

media medic

se an
,...,

also tan a
ant ...

taniantaD ↓ V U

quadratica armonica

Ma possicmo definite una media tra i numeri in molti altri modi

Idef. ) media p-esima Siano an. ..., an > 0 e Sia peIR , po

Mp(a 1. ...
an) : (a)

Nel caso pro poniamo Mola ...... an) = "Marian, ovvero GM .

alcuni esempi p = 1 : M .
e AM

p = 2 : Mz e QM

p =
- 1 : M

-
e HM

Vale la sequente : se a 1 , ...,
an > O paq = > Mplan , ..,

an) Mq Can , ...,
an

·
E interessante cosa succede

per p- = 8. Supponiamo che p sia grande a

a 1 > az, ..., An lad esempio an = 3
,

az =... = An = 2) .
Allora nella somma

a +... + an il termine che domina e a Pin p e grande, pin il

contributo di a
...... An diventa insignificante a confront.

Aggiustando questo zagionamento si dimostra che : Jusiamo che per a costante

Sep - + N Mp(a 1
, ...,
an) = max ai x" 1sep + +a C

i = 1, ..., 4

e analogamente :

Sep - - w Mp(a1...,
an) = min ai

i = 1, ..., 4

E inoltre chiaro cha max ai - Mp(a, ..., an) a mini.
i = 1, ..., H i = 1, , . . ., 4

↓ In tutte le disuguaglianze di questa sezione, vala = se e solo se an ...

= an

problema (TAIWAN TST 2011) a ,
b

. so . Mostrare +83(a+

↓m Vogliamo usare le medie
.
In quali compare il 3 ? Ma

,
Mo

. Mu

LHS si pui vedere facilmente come M1z .

Con cosa la confrontiamo ? Serve pat
Proviamo p = 1 .

uns = 9(Mrz(,babble
E sufficiente mostrare :

a+ b+ 2 + 29abc > (a+ b+c) = a+ b+ c + 3Gab + Gar

Che si conclude con AM-GM pesata come visto finan.



BUNCHING/ RAGGRUPPAMENTO/ MUIRHEAD

Le disuguaglianze (polinomiali) viste finoro avevano a che fare con termini

tutti dello stesso grado ,
come a + b2+= ab + bc + ac (guado 2).

Rivedendole
,

il principio generale e che "termini pin concentrati" sono pin
grandi di "termini pil mescolati". Ad esempio :

2
- a + b2 > Zab

I a + bi + c = ab + bc + ac

/ ab + b3 + c z 3 abc

· La disuguaglianza di Muirhead formalizza questa intuizione .

siano an , ..., an O e Xe ..... en , Ye , ..., Yn ER t . C . Xet ...
+ Xn = Yet ...

+ YuE Xe +... + Xk7Y1...

+Ykk = 1 ..... n

Xu
=>G a ....an a. .... a

sym sym

Tutte le disuguaglianze di bunching si possono dimostrare con AM-GM pesata,
come ad esempio 2(a + b3 + (3) = ab + ab + b =c + b + ca + ac

(si dimostra in modo identico a a+ b3 + c = arb + ba +da)

Commentiamo l'enunciato : Exi = Yi e i termini hanno stesso grado

· ExiYi VK = 1
, ....
n "concentrazione"

i = 1

· E -> pensandola come AM-GM pesata ,

sym
serve a fur "viclare tutti i pesi"

↓ a+ b3 +cab + b + da Non e consequenza di bunching ;

la somma e ciclica e non simmetrica. Siamo obbligati a usure AM-GM.

RIARRANGIAMENTO

domanda al lettore : Siano a
,
b

, c ,
+ , x , z con 20 .

b
, c3 = 31 ,

2 , 33 e [x , y,z3 = 310,
20

, 303 .

Come massimizzare/minimizzare ax + by + cz ?
max -> 1. 10 + 2 . 20 + 3 . 30 min -> 1. 30 + 2 . 20 + 1 - 30

S

L'idea e che per massimizzare/minimizzare vogliamo accoppiare termini

grandi con termini grandi / piccoli I

La disuguaglianza di ziarrangiamento formalizza questa idea

NSiano an abbe permutation.

↓

im. Se n = 2 diventa anbe + azbeanba + Abe

a



PER CASA : oftenere il caso generale da quello n = 2
, procedendo per assundo.

Idea interessante : a intuito potrebbe convincerci ziarrangiamento per aibi positivi,
e non troppo coi negativi. Un modo di convincersi e il sequente :

· versione 1 : la dimostrazione usa solo le differenze : ai-a; e bi-bj i
traslando tutti gli ai lo bi) di una stessa costante le differenze
-

non cambiano => la dimostrations funziona ancow

versione 2 : cambiando ai con ai + + e b
,

con bits siha :

Laitt)(bois)=briii
-

costante al variare di o

= problema originale e Iraslato hanno stessa soluzione

conclusione : se gli ai
,

bi sono negativi , trasliamo in avanti e sono positivi.

OMOGENEITA

· (def . ) funzione omogenea : fla , b , c) si dice omogenea se V 1 + 0 si ha

f(3a , 3b
, xc) = f(a

, b
, c)

Diciamo che una disuguaglianza e omogenea se e equivalente a 70,

per qualche f funzione omogenes delle variabili del problema .

esempi : · f(u , b
, c) = a + b + c NO

-

· f(u , b
, c) = a + b + 4 SI

· f(u , b
, c) = a/b si

· f(x) = x NO

f(x
, y)=42

si

i polinomi hanno
tutti monomi dello

se una funzione razionale = allora e omogenea se
r

stesso grado

( -polino
t

a & i gradi dei polinomi
sono uguali

· esempio 1 : se a . b,0 con abc = 1 a+ b + 2 = a + b + c

IDEE : 1) vogliamo oMOGENIZZARE l'espressione
2) abc = 1 = possiamo "multiplicare gratis" per aba

= riscriviamo l'eg . come a+ b2 +cabc (a + b + c) Comogeneo , grado 2)
E vera per bunching con esponenti (210 . 0) e

1-

2



esempio 2 .
di nuovo Cauchy-Schwarz (a) (b) (aibi)

La disuguaglianza e omogeneo,
sia negli ai che nei bi.

IDEA : la De-OMOGENIZZIAMO
.

Poiche per omogeneit gli ai possono

essere riscolati a piacimento, possiamo importe senza penditu
di generalita (WLOG = Without Loss Of Generality) un VINCOLO

, come

whos : a = 1 e analogament & bi = 1

La disuguaglianza divento 1 (Gaibi) ovvero 1aibi

Ma questa si risolve facilmente : Saibi=
A il vincolo che imponiamo deve corrispondere al riscolamento per una costante

es. a+ b + c = 1 ok
,

a+ 2b + 4c = 1 ok
,

a+ b2 + c = 1oka + b2 + c = 1 NO
.

CONVESSITI
Y

· Idef . ) funzione convessa : F:R - IR a conversa se V x
, y e IR vale :

oppare intervallo

(convessita: sopra) f( +x + (1 -t(y)(t f(x) + (1 - t) f(y)F+ ((0, 1)

N

t f(x) + (1 - t)f(y)-e >

· f si dice concave se Vx
, y e +E (0 , 1) f(tx + (1 - +( y) [tf(x) + (1 - t) f(y) .

f conversa -> "funzione felice" W
f concava -> "funzione triste "

i
& N

5,
3

.

s ja -

come verificare che una data f e convessa ? Bastano i punti medi (t=
nell'equazione della def. ) Per dare un'idea

, disegnamo il garfico "un punto
medio alla volta" : R

↑

- ↓ now funziona per tutte

le funzioni, ma funziona

per
le continu

>



esempi : Xe convessa Iim. grafico oppara
continua + (*) my

* e conversa E

Ex e concava E

in generale su IR+ : x e : conversa Se X = 1

concava se x[0 , 1)

conversa se x0

una funzione sia convessa che concava e lineare : f(x) = ax + b

La disuguaglianza pin utile che ho a che fare con convessita e

la disuguaglianza di Jensen

Siano f: (a , b) - I conversa
, X1 , . . ..

XnE (a . b) , te
...

th + (0 . 1] t . c . tet...

+ n = 1

F(tixi) tifexis

Si dimostra per induzione a partice dolla definitione (che copie it caso n = 2)

esempio 1 : se f(x) = f ,
ti = & Viz1

... in Jensen ci dice che

(i)" Etii

Chiamando Y: = E
;

otteniamo AM-HM.

Nesbitt Lancora) : a .
b

, co 3
IDEA : per usare Jensen

, vogliamod fla

Per ricondurci a cio, usiamo l'omogeneit imponendo wLos a+ b+ c = 1

=) ci serve oza mostrare+ con a+ b+ c = 1
.

MODO 1 : poiche atb+ c = 1 li possiamo usare come pesi. Cost usiamo

f(x) = 1
,

convesso in 10 . 1): visto prince

1 -x

& a fla) Jean /daa) = fltbc=cyc 2

2 stiamo
1 = (a+ b+c)

, omogenizzando
; invece di studiare la convessitaMoDo 2

. scegliamo i pesi "classici". -1 =) riscriviamo la disuguaglianzadi Ex possiamo notare

comea Jensen : Ca



PROBLEMI

① a ,
b

, c >0 con abc = 1. Colcolore min (a + b+ c) al variane di a
.
b

.
c.

② a ,
b

,
co

.

Mostrara in almeno 2 modi++ 3

③ trovare le migliori costanti ha ka t .
c. kiba kz

① Siano a
,

b
.
>1 . Mostriamo ab

⑤ iro 4/2023 Siano X +, . . ., X202310 a 2 a 2 distinti. Definiamo

an=)() e supponiamo antkn = 1, . . .,
2023.

Dimostrome che Grozz = 3034

⑥O2/2012 Siano h23
, az , ....

an > 0 t .
c . az ... an = 1

Mostrare Kraz)" (etas) ....and "

ALTRI PROBLEMI (PER CASA) : EGMO 2/2010
,

EGMO 2016/1 ,
IMO 2/2001

soluzioni nella pagina
successiva



SOLUZIONI

⑪ a ,
b

, c 30 con abc = 1. Calculane min (a + b"+ c) al variane di a
.
b

.
C.

Per AM-GM pesata , com pesi (5 - E , 1) :

(ay . - + (2b4) . %2 + c . -((at)" (25* 2)
*

= a .
247

1817
*

= a+ b+ = 7
lanche pesi (2

.
2

, 4) funzionano

② a ,
b

,
co

.

Mostrara in almeno 2 modi++ 3

Modo 1 : AM-GM + E+ =

3

MODO2 : Titu: 3& als & ab
yc ya

MoDO 3 : ziarrangiamento : vis a e il massimo

· se azbc : f + 3 +=+ y+ = 3

· se ab : + B+
AM-GM

③ trovare le migliori costanti ha kn t .
c.eb

Notiamo che sostituendo (a , b
,
c) = (a

,
c

.
b) atteniamo

e che = 3. = k + k2 = 3 .

Mostriamo ke = 1 (= kz = 2) .

Titu : Ga,
cyc cyc cya

Per dire che e la costante ottimale
, siro (a

.
b

,
c) = (1

,
2?2)

= -+
* e un estremo inferiore, non un minimo

.

① Siano a
,

b
.
>1 . Mostriamo ab

·



⑤ iro 4/2023 Siano X +, . . ., X202310 a 2 a 2 distinti. Definiamo

an=)() e supponiamo antkn = 1, . . .,
2023.

Dimostrome che Grozz = 3034

an+ kn ++2)(*) ② Couchy-Schwazz.

)() +M+ x+2)(F
= an Y

per AM-GM ; vale-see

solo se xn + i
= Xn+ 2, escluso

dall'ipotesi che siano distinti

An interi => allow antz ? An +h
.
Allone Arn = Go + 31

azn + fas + 3n

=> a 2023 =3034 (a0 = 0
,

an = 1)

⑥O2/2012 Siano h23
, az , ....

an > 0 t .
c . az ... an = 1

Mostrare G + az)2. (1 +az) ..... (and" n
Y

- (k - 1)/k
Per ogni k

,

1 +... + t + am

z(k - 1) · a per AM-GM .
k- 1

K

= (e +am) = L · ak con = Se an=
(H- 1)k

- 1

I> Grac C +a) ..... + an...an
Quando vole =? So an= = 2

....
n

Ma...... 1 = non una sceltu accettubile


