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VIII GARA NAZIONALE A SQUADRE
Gara del pubblico – 12 maggio 2007

Istruzioni Generali

⋆ Si ricorda che per tutti i problemi occorre indicare sul cartellino delle risposte un numero intero, compreso
tra0000 e9999.

⋆ Se la quantità richiesta non è un numero intero, ove non altrimenti indicato, si indichi la sua parte intera.
⋆ Se la quantità richiesta è un numero negativo, oppure se ilproblema non ha soluzione, si indichi0000.
⋆ Se la quantità richiesta è un numero intero maggiore di 9999, se ne indichino le ultime quattro cifre.
⋆ Nello svolgimento dei calcoli può essere utile tener contodei seguenti valori approssimati:√

2 = 1.4142
√

3 = 1.7321
√

5 = 2.2360
√

7 = 2.6458 π = 3.1416.

Scadenze importanti

⋆ 10 minuti dall’inizio: termine ultimo per la scelta del problema Jolly (dopo verr`a assegnato d’ufficio il
primo problema della lista).

⋆ 30 minuti dall’inizio: termine ultimo per fare domande sul testo.
⋆ 90 minuti dall’inizio: termine della gara.

1. Missione strampalata [25]
Oggi la squadra diNumeruto si trova ad affrontare una missione piuttosto singolare. I tre si ritrovano a
considerare la successione di naturalia1 = 1000,a2 = x, a3 = a1−a2, . . . ,an = an−2−an−1. La successione
termina al primoai negativo. Quale valore dix dovrebbe rintracciare la squadra diNumeruto per ottenere
la sequenza più lunga?

2. In campo aperto [10]
Numeruto eSekante si affrontano finalmente, faccia a faccia, in un pianoro.
Il pianoro ha la forma di un rettangolo 2940×3000, e si devono tracciare
due circonferenze tangenti esternamente, e ognuna delle due tangente a due
lati consecutivi del rettangolo, in modo che tutti i lati siano toccati da una
sola circonferenza. Determinare quanto vale, al massimo, la somma dei
raggi.

3. Un motivo di orgoglio [20]
Il coprifronte è il simbolo che ogni mateninja del villaggio della Retta indossa con fierezza. Oggi aNume-
ruto è richiesto di costruirsi da sé il suo coprifronte.Numeruto parte da un parallelogrammaABCD di area
12600. Dopo di che denota conE, F, G, H i punti medi rispettivamente dei latiAB, BC, CD, DA e infine
traccia i segmentiAG, BH, CE, DF. Calcolare l’area del parallelogramma che ha per vertici leintersezioni
di questi quattro segmenti.

4. Un opportuno accordo [30]
Come tutti sanno, i villaggi mateninjadella Retta, della Radice, del Monoide edel Binomio contano in basi
differenti. Trovare il più grande numeroN di 4 cifre decimali la cui penultima cifra sia 1 quandoN è scritto
in base 4, 5, 6, 7.

5. Invasione! [20]
I mateninja del villaggiodella Radice hanno invaso il villaggio diNumeruto! Ogni angolo di strada è teatro
di cruenti scontri. In uno di questi, due mateninja sono impegnati a trovare il più piccolo interob > 1 tale
che esistanom, n naturali minori dib per cui l’intero positivo(mnmn)b (cioè il numeromnmn in baseb) sia
un cubo perfetto. Restituire come risposta il valoreb+m+n.
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6. Una fortuita coincidenza [30]
Il gran consiglio del villaggiodella Retta trascrive accuratamente tutti i proventi delle missioni svolte dai
suoi mateninja. Una pergamena riporta i ricavi di questo anno eIsoshilo ha subito notato che tutti i numeri
a1, a2, . . . , sono in ordine strettamente crescente e hanno una curiosa caratteristica: sono tutti e soli i numeri
che hanno 7 per somma delle cifre (in base decimale). SeN è l’indice del primo ricavo che supera 2000,
calcolare a5N

1000

7. Una tecnica singolare [35]
L’astutoNumeruto Matemaki ha creato una sua copia per confondere gli inseguitori del villaggiodel Bino-
mio. La copia però dopo un pó si dissolve, creando altre due copie di Numeruto con probabilità5

8, oppure
sparendo senza altre conseguenze con probabilità3

8. Con quale probabilità la copia ha dato inizio ad una
discendenza che non si estinguerà mai? Dare come soluzionela somma di numeratore e denominatore della
frazione ridotta ai minimi termini.

8. L’attimo fuggente [35]
L’ultimo momento favorevole per il rituale di chiusura del sigillo che imprigiona il demone è stato il 2007,
in quanto la matemagia è rafforzata dal fatto che 2007 è divisibile per 9, 2008 per 8, 2009 per 7 e 2010
per 6. Quando inizierà per la prima volta dopo il 2007 una sequenza, più lunga di questa, di anni con la
caratteristica di essere divisibili ordinatamente per degli interi positivi k, k−1, k−2, . . . ?

9. Amara medicina [40]
Otenusa è impegnata in una difficile tecnica curativa. Dosi e misuresono essenziali per i mateninja medici.
Otenusa considera un quadrilateroABCD inscritto in una circonferenza con raggio pari a 15mat-shaku.
Detto E il simmetrico diB rispetto all’asse del segmentoAC, Otenusa sa cheAC, BD e DE hanno lun-
ghezze pari rispettivamente a 23, 24 e 25mat-shaku. A quanto ammonta, inmat-shaku2, la superficie del
quadrilateroABCD?

10. Un cliente esigente [35]
Una nuova difficile missione è stata commissionata al villaggio della Retta. Il gran consiglio deve selezio-
nare tutti i mateninja la cui forza vitale sia un numeroN di tre cifre per cui le ultime tre cifre diN3 siano
888. Trovare la somma di tutti questi valori.

11. Posizioni magiche [40]
I segni dello zodiaco mateninja sono 12 come i nostri. Ogni segno ha esattamente due segni amici e un
segno nemico. I due amici di un segno sono sempre uno nemico dell’altro. Un segno e il suo nemico hanno
sempre gli stessi due segni amici. Amicizia e inimicizia sono simmetriche.

Le tecniche matemagiche dei mateninja richiedono di eseguire con le mani una rapida sequenza di posi-
zioni. Le diverse posizioni in tutto sono 12, ognuna chiamata come il corrispondente segno dello zodiaco
mateninja. In una sequenza di posizioni valide le posizionisono tutte diverse, se compare un segno non
compare il suo nemico e due segni amici non sono mai consecutivi. Quante sono in tutto le sequenze di
posizioni valide che cominciano con la posizione della tigre?

12. Una forma di cortesia [40]
Nei tempi antichi esistevano ben 95 scuoleShinobi, ognuna delle quali annoverava un solo maestro mateni-
nja. Ogni anno, le due scuole che annoveravano meno maestri di tutte le altre (o eventualmente due scelte a
caso tra tutte le scuole con il minimo numero di maestri se pi`u di due) si fondevano. Era tradizione conso-
lidata che, durante i rituali legati alla fusione di due scuole, ognuno dei maestri mateninja delle due scuole
in via di fusione facesse un omaggio a ognuno dei maestri dell’altra scuola. Oggi, ai tempi diNumeruto,
non rimangono che 3 scuole, una con 31 maestri e le altre due con 32 maestri. Quanti omaggi sono stati
scambiati in tutto fino ad oggi?
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13. Una curiosa coincidenza [40]
Recentemente è stata notata una curiosa coincidenza. Tutti i più grandi mateninja nella storia del villaggio
della Retta hanno avuto per forza vitale un intero positivoN tale che esistonoa1, a2, . . . ,a2007 interi positivi
per cuia1 < a2 < ... < a2007 e N = 1

a1
+ 2

a2
+ 3

a3
+ · · ·+ 2007

a2007
. Trovare la somma di tutti i valoriN di forza

vitale (indicare le ultime 4 cifre di tale somma se il risultato è maggiore di 9999).

14. Un funzionario distratto [30]
Le missioni vengono catalogate dal gran consiglio del villaggio in ordine di difficoltà decrescente, nelle
categorieA, B, C, D. Esistono tre livelli di mateninja, iPiccin (gli apprendisti), iMezzin e i Grandin (i più
abili). Le missioniA vengono affidate esclusivamente aiGrandin, quelleB soltanto aiMezzin, quelleC
possono essere assegnate aMezzin o Piccin, quelleD solo aiPiccin.

Un funzionario distratto ha perso il rotolo su cui aveva scritto le categorie delle ultime 8 missioni vagliate
dal consiglio. Sa soltanto che 1 di queste è stata affidata a un Grandin, 2 a deiMezzin, 5 a squadre diPiccin.
Non ricorda però quali missioni siano state affidate a chi. In quanti modi può assegnare a ogni missione la
sua categoria in modo compatibile con le informazioni in suopossesso?

15. L’ultima prova [50]
L’esame per diventareMezzin è giunto ormai alla fine. Pochi stremati mateninja sono riusciti a raggiungere
questo traguardo. Ma solo chi riuscirà a dire quanto vale

10000(sin
π
5
)(sin

2
5

π)(sin
3
5

π)(sin
4
5

π)

si potrà fregiare dell’agognato titolo. Che valore bisogna dire per terminare l’esame?

16. Un percorso accidentato [55]
Numeruto e la sua squadra sono all’inseguimento dei rapitori diSekante. I nostri mateninja avanzano cauti,
gli inseguiti hanno disseminato il percorso di trappole. All’improvviso, Numeruto incappa in un tranello.
Sia p(x) =

(

x4+x2+1
3

)2007
. Se p(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ a8028x8028, l’unico modo per sottrarsi alla

trappola è calcolarea1 +a4 +a7 + . . .+a3k+1 + . . .+a8026. Dare come risposta la somma di numeratore e
denominatore del risultato ridotto ai minimi termini.

17. Corsa contro il tempo [30]
Numeruto deve accorrere per salvare la sua compagnaOtenusa, prigioniera a 265mat-cho da lui. Numeruto
può decidere, sin dalla partenza, se continuare a correre oppure spendere un minuto per evocare uno spirito
che gli raddoppia la velocità, ma tra una invocazione e l’altra deve percorrere almeno 1mat-cho. Se all’i-
nizio la sua velocità è di 1mat-cho al minuto, quanti minuti ci metterà al minimo per arrivare da Otenusa?
Dare come soluzione il numeratore della frazione ridotta aiminimi termini.

18. Un mazzo truccato [40]
Il classico mazzo mateninja è composto da 16 carte, contrassegnate da un numero tra 1, 2 , 3 , 4 e da
un simbolo tra♥, ♣, ♦, ♠ (in modo che per ogni accoppiata numero-simbolo ci sia una carta). Un mazzo
mateninja diventa magico se carte adiacenti hanno valori adiacenti (il 4 viene considerato adiacente all’ 1
e viceversa, un valore non è adiacente a se stesso). Quanti sono i possibili mazzi mateninja magici? Dare
come risposta il numero di tutti i divisori positivi del numero di mazzi magici.

19. L’arena [50]
L’arena per gli scontri di abilità tra mateninja ha la formadi un cerchio di raggio 10mat-ken. Se due ninja
si posizionano a caso, indipendentemente l’uno dall’altro, su due punti posti sul bordo dell’arena, qual è il
valore medio del quadrato della distanza tra i due?
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20. Ricreazione [60]
La scuola per mateninja è dura, ma per fortuna ogni tanto ci sono momenti di distensione. Oggi i 31 piccoli
studenti di mateninjutsu giocano a palla con le seguenti regole. Ogni giocatore decide un altro giocatore,
differente da se stesso, in modo che nessuna persona sia scelta più di una volta. A ognuno poi viene data
una palla con sopra scritto il proprio nome. A questo punto ilgioco inizia e a ogni turno ogni studente passa
la palla al compagno da lui scelto. Il gioco finisce quando a ogni mateninja torna la palla col proprio nome.
Quanti turni dura al massimo il gioco?

21. In trappola [65]
Numeruto è circondato da quattro mateninja del villaggiodel Binomio. I quattro mateninja avversari sono ai
vertici di un quadrilatero non degenereABCD inscritto in una circonferenza. La diagonaleAC è un diametro
ed è lunga 2mat-cho. Inoltre, indicato conP il punto di intersezione tra le diagonali, si sa che il segmento
PC è lungo2

5. Sapendo cheAB = BD, determinare la lunghezza diCD. Dare come soluzione il numeratore
della frazione ai minimi termini.

22. Di mateninja e rospi [70]
Numeruto è impegnato nella complessa evocazione del saggio mega-rospo gigante. Una catena di evocazio-
ni per un interoN è una sequenza di interia0, a1, . . . ,aL dovea0 = 1, aL = N e ogni elemento (ad eccezione
di a0) è somma di due elementi, non necessariamente distinti, che lo precedono. Qual è il minimo valore di
L per cui una catena di evocazioni diaaL = 12509?

23. Questione di misure [70]
La quantità di forza vitale di cuiNumeruto necessita per la sua tecnica superiore di moltiplicazione deve
essere attentamente calibrata, pena il fallimento della tecnica. Numeruto deve trovare il massimo della
funzione

f (a,b,c,d) = 2bd−d2−b2+100a−100c+280,
al variare dia, b, c, d tra gli interi positivi che verificano

(a+b)2+2a+b = (c+d)2+2c+d.

Quanto vale?

24. L’occhio polinomiale [80]
Una capacità innata del clan diSekante permette di valutare nel tempo di un istante ogni combinazione
delle radici di un polinomio. OggiSekante ha scoperto di possedere anche lui questa abilità. Infatti, se
a > b > c sono le tre radici del polinomiox3−10x2−25x+125, egli ha subito calcolato il valore esatto di
a2b+b2c+ c2a. Qual è questo valore?


