\ . IX GARA NAZIONALE A SQUADRE

\\\ ““ﬁ Gara del pubblico — 10 maggio 2008

Istruzioni Generali
* Si ricorda che per tutti i problemi occorre indicare sul cartellino delle risposte un numero intero, compreso tra 0000 e
9999.
Se la quantita richiesta non & un numero intero, ove non altrimenti indicato, si indichi la sua parte intera.
Se la quantita richiesta &€ un numero negativo, oppure se il problema non ha soluzione, si indichi 0000.
Se la quantita richiesta ¢ un numero intero maggiore di 9999, se ne indichino le ultime quattro cifre.
Nello svolgimento dei calcoli pud essere utile tener conto dei seguenti valori approssimati:

V2 =1.4142 V3 =1.7321 V5 =2.2361 V7=26458 T —=3.1416.
Scadenze importanti

b e S S S

* 10 minuti dall’inizio: termine ultimo per la scelta del problema Jolly (dopo verra assegnato d’ufficio il primo problema
della lista).

* 30 minuti dall’inizio: termine ultimo per fare domande sul testo.

* 90 minuti dall’inizio: termine della gara.

1. Saziato e spolpato [10]
Numer Simson ha vinto un gruzzoletto di 5000 dollari alla lotteria di Sigmafield, ma suo figlio Arc ha ideato un piano
diabolico per mettere le mani su una parte del malloppo. Ha nascosto bene tutte le ciambelle che si trovavano in
casa e, per restituirgliele, adesso propone al padre il seguente gioco. Numer deve tirare un dado: detto n il numero
uscito, Numer dara 10 — n dollari ad Arc in cambio di n ciambelle. Visto che non si sazia la prima volta, iterano il
procedimento tante volte finché non entra mamma Range che ferma il gioco e li sgrida tutti e due. Numer rimane con
2008 dollari. Se N ¢ il numero di ciambelle che Numer ha mangiato, qual’e I’ultima cifra di N?

2. Un folle progetto [15]
A Sigmafield, per soddisfare il mercato dell’asfalto, si ¢ costruita una lunga e tortuosa strada che sulla cartina segue
esattamente il grafico di y = 2008sen(x). Resisi conto della totale inutilita di quella strada, i cittadini hanno chiesto
I’impeachment del sindaco corrotto e deciso di collegare meglio la cittad costruendo un’altra strada molto piu diretta
che segua il grafico di y = x. Quanti incroci si formeranno tra le due strade? (L’argomento della funzione seno ¢ in
radianti.)

3. La matematica non si aggira [20]
Arc non ¢ preparato per I’esame di matematica, e ha deciso di procurarsi in anticipo le domande accedendo al PC
della maestra. Con grande pericolo riesce ad entrare nell’ufficio dove c’¢ il computer, ma scopre che ¢ protetto da
password. Un promemoria della maestra attaccato al monitor dice solo: “Password: massimo numero di elementi che
pud avere un sottoinsieme A di {1,...,10000} dotato della proprieta che se a € b sono due elementi distinti qualunque
di A, allora il loro prodotto non appartiene mai ad A.” Mentre Arc arrabbiato prende a martellate il computer, riuscite
a scoprire qual ¢ la password?

4. Il bucato di Range [20]
Range ha fatto il bucato ed ora deve appendere gli indumenti lavati ad asciugare al sole. Sono mutandoni di Numer
e sono tutti identici, solo che 7 sono di colore rosso, 7 di colore bianco ed 1 soltanto di colore verde. Range decide
di disporli sul filo in modo creativo, evitando di mettere vicini indumenti dello stesso colore. Quante combinazioni di
colori sono possibili? (Due mutandoni dello stesso colore vanno pensati come indistinguibili.)

5. Sono il quadrato di te. .. [25]
“_..come osi, brutto bacarospo!” — Sapendo che NUMER = ARC? e che LINEA e MATTIE + 4 sono multipli di 6
ma non di 9, si scrivano le prime 4 cifre (da sinistra) di LINEA. (A lettere uguali corrispondono cifre uguali e a lettere
diverse corrispondono cifre diverse.)

6. Le scommesse di Linea [25]
Linea ha una moneta truccata: la testa esce in media 3 volte su 5. L’amico Mediaus le propone questo gioco: si lancia
la moneta 400 volte. Se la testa esce solo ed esattamente nei lanci 50, 100, 150,...Linea dovra dare a Mediaus 2
dollari. Linea vince invece x dollari se esce sempre croce tranne che all’ultimo lancio. Il gioco ¢ equo (ovvero il
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rapporto tra le due somme in palio € il reciproco del rapporto tra le due probabilita di vittoria). Quanto vale x? (Come
risultato fornire la somma di numeratore e denominatore della frazione ridotta ai minimi termini.)

7. Monotoni [30]
La famiglia Simson al completo sta giocando a Monotoni, un gioco di societa sulle funzioni che non oscillano. Se si
finisce sulla casella “domandone”, bisogna rispondere a domande come “Chi ha dipinto la Gioconda?” o “Qual & la
nazione di origine della pizza?”’. Quando ci finisce Numer, legge il bigliettino ad alta voce e dice: “Siano a,b,c le
radici reali di 10x* —500x? +2008x — 140. Quanto fa a’b + b>c + c*a+ b*a+ c*b+a*c? ...Doh!”. Numer & molto
abbattuto, ma Linea ridacchia, perché la risposta non ¢ difficile. . . Quanto fa?

8. Dobbiamo stanarli! [30]
Arc e i suoi amici si organizzano per fare una retata alla banda di Quadriville. Sanno che a Quadriville ci sono i quattro
cantoni fondamentali: I’ Albero, il Bosco, la Casa e il Dromedario (animale importante per quelli di Quadriville), che
abbrevieremo come A, B, C e D. I quattro cantoni sono tutti su una circonferenza di cui la strada AC ¢ un diametro (e
misura 10 km). Sanno anche che la distanza tra Albero e Bosco ¢ di 6 km, esattamente come quella tra Dromedario
e Albero. C’¢ inoltre una Farmacia (F) su CD e un’Erboristeria (E) su BC tali che DF = CE < BE. Arc vuole
localizzare con precisione il Ritrovo dei loro nemici e I'unica altra informazione che ha & che la retta che collega
la Famacia all’Erboristeria interseca la retta AC a 750 metri di distanza dalla Casa. Sapresti aiutare Arc dicendogli
quanti metri dista il Rifugio dalla Casa, sapendo che ¢ nello stesso edificio della Farmacia?

9. Un punteggio di cui vantarsi [30]
Arc ha partecipato al Campionato “Birra Diff” della Matematica e finalmente la maestra ha saputo i risultati della
fase locale; per comunicare a Arc il suo senza dirlo esplicitamente davanti a tutta la classe, dice: “Consideriamo la
successione di numeri interi aj,ay,... definita nel modo seguente: a; =1, ay = 2, a,12 = 2a,11 —a, + 2. 1l tuo
punteggio, Arc, € il numero di naturali m compresi tra 1 e 10000 inclusi, per cui il prodotto a,,a,, | non compare mai
nella successione.” Quanti punti ha preso Arc?

10. Mattie aleatoria [35]
Mattie ha trovato 5 dadi molto particolari. Come i dadi pitt comuni, sono anch’essi di forma cubica, ma sulle facce,
colorate o di blu o di rosso, compaiono solo i numeri 0, 1 e 2. Questi dadi hanno la seguente proprieta: le facce che
hanno in comune un vertice, contengono numeri tutti diversi tra loro; inoltre, se due facce hanno lo stesso numero,
allora sono di colori diversi. Mattie si chiede quale sia la probabilita che la somma dei numeri ottenuti lanciando i 5
dadi, sia uguali al numero di facce rosse uscite nello stesso lancio. (Come risultato fornire la somma di numeratore e
denominatore della frazione ridotta ai minimi termini.)

11. Uno non & un numero primo, uno non é... [35]
Pochi lo sanno, ma ¢ stato Arc Simson a diffondere 1’erronea convinzione che 1 sia un numero primo. La maestra per
punizione gli ha dato un compito ingrato: deve scrivere sulla lavagna tutti i numeri “educativi”. I numeri “educativi”
sono quei numeri composti di 10 cifre a;a; ... ajo nessuna uguale a zero e tali che per ogni i il numero composto dalle
due cifre (in ordine) a;a; | sia divisibile per i. Quanti numeri dovra scrivere Arc?

12. Peccato originale, punizione originale [40]

11 signor Bourbaks ha sorpreso Numer mentre beveva birra sul posto di lavoro, goccio-

lando sul panello di controllo dei sistemi di sicurezza della centrale e ha deciso percio di c
punirlo in maniera originale: ha acquistato a caro prezzo una bottiglia di birra Diff Spe-

ciale Riserva e I’ha chiusa in una teca di vetro antiproiettile a forma di tetraedro DABC.

1l tetraedro ha volume 4500 cm?, I’angolo A/C\B vale 45°, e AD + BC+AC/\/§ = 90cm. A

Porta poi il tutto nell’ufficio di Numer che ¢ costretto a guardare la bottiglia ogni giorno

senza poterla bere. Ma da voci di corridoio Numer ha scoperto che il codice per aprire

la scatola di vetro ¢ esattamente il quadrato della lunghezza di CD (inserire il codice B
sbagliato fa scattare I’allarme). Qual ¢ questo codice?

13. La Ciambella di Numer [40]
Un cubo di lato 82 cm ¢ composto da 82 “strati” che sono parallelepipedi 82 x 82 x 1 cm messi uno sopra all’altro.
Si tolgono da ogni strato i 44 x 44 cubetti centrali, ottenendo cosi un cubo di lato 82 cm con un tunnel (buco) che
collega la base superiore con quella inferiore. Tale oggetto ¢ detto Ciambella di Numer. Una formica si trova in un
vertice di una ciambella di Numer e vuole raggiungere il vertice opposto (ovvero il simmetrico rispetto al centro della
ciambella di Numer). Quanti millimetri deve percorrere al minimo? (La formica pud muoversi su tutta la superficie
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della ciambella ma non puo scavare tunnel nella pasta.)

14. Si copia! [40]
Alla fase internazionale dei Campionati “Birra Diff” della Matematica partecipano 30 ragazzi e purtroppo Arc non
¢ tra questi; gli organizzatori sistemano i concorrenti a caso attorno ad un tavolo rotondo. Dal paese di Copiolandia
vengono invitate 4 persone. Qual ¢ la probabilita che non ci siano 2 ragazzi di Copiolandia seduti vicini? (Come
risultato fornire la somma di numeratore e denominatore della frazione ridotta ai minimi termini.)

15. Licenziamento impari 1 [40]
Il direttore della centrale nucleare, il signor Bourbaks, si sta annoiando e allora decide di licenziare un dipendente.
Prende i suoi 6442 dipendenti e li mette tutti in cerchio, numerandoli da 1 a 6442 in ordine crescente in senso orario. A
questo punto si mette al centro e, andando in senso orario a partire dal numero 1, alternativamente salva un dipendente
— che esce dal cerchio — oppure passa al successivo (il primo che salva ¢ il dipendente con il numero 2). Alla fine,
dopo un certo numero di giri, rimarra un solo dipendente e Bourbaks licenziera quello. Che numero deve evitare
Numer se non vuole essere licenziato?

16. La sbronza dell’anno [40]
Dopo essersi salvato dal licenziamento impari, Numer ha festeggiato al bar da Boehr, ma ha alzato un po’ troppo
il gomito, e ora vede il numero 2008 da tutte le parti. Nell’incubo che sta facendo deve assolutamente determinare
qual ¢ il naturale » per cui la piu grande potenza di 2008 che divide il prodotto di tutti i divisori positivi di 2008" sia
2008710464 " Sapreste aiutarlo?

17. Sette anni, sette mesi e sette giorni di tentativi [45]
Arc ¢ nuovamente alle prese con uno dei suoi storici tentativi di scassinaggio: sa che il codice dell’armadietto di sua
sorella Linea ¢ una sequenza di 7 cifre decimali, e che la somma di queste cifre ¢ divisibile per 7. Quanti tentativi gli
serviranno, al massimo, per aprire I’armadietto? (Si rispondano le 4 cifre meno significative della soluzione.)

18. Licenziamento impari 2 [45]
Il signor Bourbaks, non contento della sua giornata, decide di licenziare un altro po’ di dipendenti. Prende i suoi
restanti 6641 dipendenti e li numera da 1 a 6641. Poi inizia a dire tutti i numeri naturali tra 1 e 6641 che non siano
multipli di 2 o 3 (cioe 1, 5, 7,...) e ogniqualvolta lui nomina un numero, Smythers segna con una croce tutti i
dipendenti con un nome multiplo di quel numero. Alla fine licenzia tutti i dipendenti con un numero dispari di croci.
Quanti dipendenti rimangono?

19. Mattie e le costruzioni [50]
Mattie sta giocando con delle costruzioni molto particolari: sono cubetti che si possono attaccare uno all’altro so-
vrapponendo le facce e ciascuno dei quali riporta un numero intero che rappresenta il suo peso. Con la sua innata
vena creativa, Mattie costruisce prima un prisma di n X n X 1 cubetti, facendo in modo che il numero sul cubetto di
coordinate (i, j) sia (i+ j— 1)? (i e j vanno da 1 a n). Poi costruisce un cubo 7 x n x n, in modo che sul cubetto di
coordinate (i, j, k) ci sia il numero (i+ j+k—2) (i, j, k vanno da 1 a n). Alla fine usa il simpatico argano a motore in
dotazione per sollevare e pesare i due solidi. Qual ¢ la differenza di peso se n = 13? (Indicare il valore assoluto.)

20. Un cartone diseducativo [55]
Nell’ultimo episodio di Grattachecca & Fichetto, quest’ultimo ¢ in vena di esperimenti scientifici; € riuscito a clonare
I’avversario, e ora ci sono 5 copie del sanguinario gatto chiuse in una stanza a litigarsi un sacchetto con 1000 monete
d’oro. Fichetto, in camice e stetoscopio, supervisiona dall’esterno la spartizione dando queste istruzioni: “A partire dal
clone numero 5 e via via fino all’1, ciascuno deve fare una proposta su come suddividere le monete (la suddivisione
deve essere intera, e non devono restare monete non distribuite). La proposta viene messa ai voti, e se riceve la
maggioranza stretta, viene adottata (e non si passa al clone successivo), altrimenti il clone che 1’ha proposta viene
ucciso in maniera truculenta e la parola tocca al Grattachecca successivo.”

Ovviamente ciascun Grattachecca tiene innanzi tutto alla propria pelle. Inoltre tutti i cloni sono infinitamente avidi,
e cercheranno di ottenere per sé il maggior numero di monete possibile. Infine, sono tutti sanguinari, e a parita di
bottino ottenuto sceglieranno la configurazione per cui il maggior numero di compagni viene fatto fuori.

Supponendo che tutti ragionino in modo perfetto, che proposta deve fare il clone numero 5 per ottenere il maggior
numero di monete? (Dire quante monete prende il Grattachecca numero 5, o rispondere 9999 se si ritiene che egli
venga fatto a pezzi dai compagni qualsiasi sia la sua risposta: ¢ ovvio che poi comunque Fichetto li fa fuori tutti.)



Pag. 4 di 4 — Gara a Squadre 2008 — Gara del pubblico— Testi dei problemi

21. Amebe decimate [60]
Linea sta lavorando al suo nuovo progetto di scienze. Si ¢ procurata una colonia di amebe e sta studiando il modo in
cui esse si riproducono. Essa osserva che in generale un’ameba da sola non si moltiplica, mentre se nella coltura ci
sono almeno 2 amebe, il loro numero aumenta al ritmo di 1 al minuto, tuttavia, a causa di uno strano morbo che le
affligge, se ad un certo punto il numero di amebe ¢ multiplo di 10, il minuto successivo invece di aumetare di una,
le amebe si riducono di un fattore 10, cosi che, dopo un po’ di tempo, con qualunque numero di amebe si parta ci
si ritrova con un’ameba sola. Se Linea vuole che I’esperimento che portera a scuola si stabilizzi ad una sola ameba
esattamente alla 20-esima generazione, in quanti modi potra scegliere il numero di amebe da mettere nella prima
generazione? Si risponda la somma di tutti i fattori primi della soluzione.

22. Pallain rete! [60]
Il cortile della famiglia Simson ¢ circondato da alte mura perimetrali, con una sola finestra esagonale di lato 100. Arc
gioca sempre a pallone con i suoi amici in cortile, e capita spesso che qualche pallonata vada verso la finestra facendo
danni dai vicini. A Numer la cosa non da affatto fastidio, ma dietro le insistenze di Range & stato costretto a mettere
una rete sull’apertura della finestra. Ha due scelte: maglie triangolari di lato 20 o esagonali di lato 10. La palla di Arc
ha raggio 5. Detta p la probabilitd che una pallonata diretta verso la finestra non sia fermata dalla rete esagonale e g
la stessa probabilita nel caso di rete triangolare, si determini il rapporto tra p e ¢g. (Ovviamente Numer monterebbe le
maglie in modo da minimizzare la probabilita che una pallonata attraversi la finestra.)

23. Cortile mistico [70]
Preso da un’insana vena mistica, Numer fa radere al suolo e ricostruire il cortile di casa, in modo che abbia la forma
di un triangolo ABC, inscritto in una circonferenza di raggio 20 metri, in cui valga la misteriosa proporzione mistica
A =2B e B=2C. Quanti metri quadrati misura la superficie del nuovo cortile?

24. Un affare di cotangenti [80]
Il commissario Sylvester & appostato fuori dalla finestra di un locale malfamato, e sta origliando dei discorsi molto
loschi, in cui si parla chiaramente di tangenti. “Quaglio’, non sia mai che non ci abbia la mia particina. Iamm’
bell’, iamm’!” — e fa irruzione con la pistola carica in mano. Dentro trova per0 il professore con gli occhiali spessi
e Andrew Willies il giardiniere della scuola che stanno discutendo di un triangolo: “Commissario Sylvester, vede,
noi ci stavamo chiedendo, ecco...siano O e G rispettivamente il circocentro e il baricentro di un triangolo ABC di
area 81; sia inoltre H il baricentro del triangolo AGO...” — “Se le lunghezze di AH e GH, 10 e 8 rispettivamente
sono, 100(cotA +cot B+ cotC) quanto vale lei saprebbe determinare?”. Sylvester rimane allibito, ma forse voi potete
rispondere?
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| Nr. | Problema | Pti | Soluzione |
1 | Saziato e spolpato 10| 0008
2 | Un folle progetto 15| 1279
3 | La matematica non si aggira 20| 9901
4 | 11 bucato di Range 20| 0042
5 | Sono il quadrato di te. . . 25| 9760
6 | Le scommesse di Linea 25| 2251
7 | Monotoni 30| 9998
8 | Dobbiamo stanarli! 30| 7500
9 | Un punteggio di cui vantarsi 30| 0000
10 | Mattie aleatoria 35| 0533
11 | Uno non € un numero primo, uno non €. .. 35| 3888
12 | Peccato originale, punizione originale 40| 2700
13 | La Ciambella di Numer 40| 1740
14| Si copia! 40| 2977
15 | Licenziamento impari 1 40| 50093
16 | La sbronza dell’anno 40| 0341
17 | Sette anni, sette mesi e sette giorni di tentativi | 45| 8654
18 | Licenziamento impari 2 45| 6423
19 | Mattie e le costruzioni 50| 8450
20 | Un cartone diseducativo 55| 0997
21 | Amebe decimate 60| 0511
22 | Palla in rete! 60| 0009
23 | Cortile mistico 70| 0264
24 | Un affare di cotangenti 80| 0300




