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. Una bottiglia a forma di cono poggia sulla sua base. Viene riempita d’acqua finché il livello del liquido
non raggiunge 8 centimetri misurati in verticale sotto il vertice del cono. Se ora si capovolge la bottiglia,
senza cambiare la quantita di acqua al suo interno, lo spazio che rimane vuoto nella parte superiore del cono
rovesciato € alto 2 centimetri.

Quanto e alta la bottiglia?

. Sia ABC' un triangolo acutangolo, con AB # AC e con baricentro G. Detto M il punto medio di BC,
consideriamo la circonferenza I" di centro G e raggio GM e denotiamo con N lintersezione di I' con BC
diversa da M. Sia ora S il punto simmetrico di A rispetto ad N, cioe il punto sulla retta AN tale che

AN =NS (A#9).
Dimostrare che GS ¢ perpendicolare a BC.

. Siano x1,xo,...,x, interi positivi. Supponiamo che, nella loro scrittura decimale, nessuno degli z; sia un
“prolungamento” di un altro x;. Per esempio, 123 ¢ un prolungamento di 12, e 459 ¢ un prolungamento di
4, ma 134 non & un prolungamento di 123.

Dimostrare che

. Sia N un intero maggiore di 1. Chiamiamo z il pit piccolo intero positivo con la seguente proprieta: esiste
un intero positivo y strettamente minore di « — 1 tale che x divide N +y. Dimostrare che x ¢ il doppio di un
numero primo o una potenza di un numero primo.

Nota: si ricorda che x ¢ una potenza di un numero primo se esistono un primo p ed un intero positivo n > 1 tali che
n

z=p".
. Dato un numero reale & compreso fra 0 e 1, consideriamo la sua scrittura decimale 0, cicocs ... Chiamiamo
B(z) l'insieme delle diverse sottosequenze di sei cifre consecutive che compaiono nella sequenza cicacs . ..
Per esempio, B(1/22) = {045454, 454545, 545454} .

Determinare il minimo numero di elementi di B(x) al variare di « fra i numeri irrazionali compresi fra 0 e 1

(ossia quelli il cui sviluppo decimale non & né finito, né periodico da un certo punto in poi.)

. Sia ABC un triangolo tale che AB = AC e sia [ il suo incentro. Sia I' la circonferenza circoscritta ad ABC.
Le rette BI e C1I intersecano I' in due nuovi punti, denotati rispettivamente M ed N. Sia D un altro punto
di T, giacente sull’arco BC' che non contiene A, e siano E, F', rispettivamente, le intersezioni di AD con BI
e con C1. Siano infine P e @, rispettivamente, le intersezioni di DM con CI e di DN con BI.

(i) Dimostrare che i punti D, I, P,Q giacciono su una medesima circonferenza ).

(ii) Dimostrare che le rette CE e BF si intersecano su ).



